La notion de proposition — suite

@ “242=5" exprime une proposition (fausse).

@ “La neige est blanche” et “Snow is white” expriment la méme
proposition (vraie).

@ “La neige est blanche” exprime une proposition élémentaire.

@ “La neige n'est pas rouge”’ exprime la négation d'une
proposition élémentaire.

@ “La neige est blanche et le ciel est bleu” exprime la conjonction
de 2 propositions élémentaires.

@ “Marie veut de la glace ou un cookie” exprime la disjonction de
2 propositions élémentaires.

@ “Si Marie veut de la glace elle n"aura pas de cookie” exprime
I'implication entre 2 propositions élémentaires.

@ “Marie aura de la glace si et seulement si elle arréte de pleurer”
exprime |'équivalence de 2 propositions élémentaires.

Gaél Lejeune (crédits: Pascal Boldini) La révolution booléenne



Théorie vériconditionnelle vs théorie inférentielle

Théorie vériconditionnelle de la signification

@ contenu d'une assertion = ensemble de ses conditions de vérité

@ |'ensemble des conditions a réaliser pour qu’elle soit vraie.
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Théorie vériconditionnelle vs théorie inférentielle

Théorie vériconditionnelle de la signification

@ contenu d'une assertion = ensemble de ses conditions de vérité

@ |'ensemble des conditions a réaliser pour qu’elle soit vraie.

o Le contenu d'une assertion est donc ici extérieur au langage

e — un état de choses dans le monde )

Théorie inférentielle de la signification

@ contenu d’une assertion = ensemble de ses justifications () et
de ses conséquences (I1).
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Théorie vériconditionnelle vs théorie inférentielle

Théorie vériconditionnelle de la signification

@ contenu d'une assertion = ensemble de ses conditions de vérité

@ |'ensemble des conditions a réaliser pour qu’elle soit vraie.

o Le contenu d'une assertion est donc ici extérieur au langage

e — un état de choses dans le monde )

Théorie inférentielle de la signification

@ contenu d’une assertion = ensemble de ses justifications () et
de ses conséquences (I1).
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Théorie vériconditionnelle vs théorie inférentielle

Théorie vériconditionnelle de la signification

@ contenu d'une assertion = ensemble de ses conditions de vérité

@ |'ensemble des conditions a réaliser pour qu’elle soit vraie.
o Le contenu d'une assertion est donc ici extérieur au langage

e — un état de choses dans le monde )

Théorie inférentielle de la signification

@ contenu d’une assertion = ensemble de ses justifications () et
de ses conséquences (I1).

e Le contenu d'une assertion est donc ici interne au langage.
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Théorie vériconditionnelle vs théorie inférentielle

Théorie vériconditionnelle de la signification

@ contenu d'une assertion = ensemble de ses conditions de vérité

@ |'ensemble des conditions a réaliser pour qu’elle soit vraie.
o Le contenu d'une assertion est donc ici extérieur au langage

e — un état de choses dans le monde )

Théorie inférentielle de la signification

@ contenu d’une assertion = ensemble de ses justifications () et
de ses conséquences (I1).

e Le contenu d'une assertion est donc ici interne au langage.

@ La signification des opérations logiques sera donc déterminée
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Théorie vériconditionnelle vs théorie inférentielle

Théorie vériconditionnelle de la signification

@ contenu d'une assertion = ensemble de ses conditions de vérité

@ |'ensemble des conditions a réaliser pour qu’elle soit vraie.
o Le contenu d'une assertion est donc ici extérieur au langage

e — un état de choses dans le monde )

Théorie inférentielle de la signification

@ contenu d’une assertion = ensemble de ses justifications () et
de ses conséquences (I1).

e Le contenu d'une assertion est donc ici interne au langage.

@ La signification des opérations logiques sera donc déterminée
o (I) par leur action sur la vérité des assertions
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Théorie vériconditionnelle vs théorie inférentielle

Théorie vériconditionnelle de la signification

@ contenu d'une assertion = ensemble de ses conditions de vérité

@ |'ensemble des conditions a réaliser pour qu’elle soit vraie.
o Le contenu d'une assertion est donc ici extérieur au langage

e — un état de choses dans le monde )

Théorie inférentielle de la signification

@ contenu d’une assertion = ensemble de ses justifications () et
de ses conséquences (I1).

e Le contenu d'une assertion est donc ici interne au langage.

@ La signification des opérations logiques sera donc déterminée

o (I) par leur action sur la vérité des assertions
o (Il) par leur action sur les relations de conséquence
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Le calcul propositionnel : syntaxe
Langage du calcul propositionnel

@ symboles de propositions élémentaires : p,q,r, ...
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Le calcul propositionnel : syntaxe
Langage du calcul propositionnel

@ symboles de propositions élémentaires : p,q,r, ...
@ symboles logiques, les connecteurs :
e — symbole de la négation
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Le calcul propositionnel : syntaxe
Langage du calcul propositionnel

@ symboles de propositions élémentaires : p,q,r, ...
@ symboles logiques, les connecteurs :

e — symbole de la négation
e A symbole de la conjonction
e V symbole de la disjonction
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Le calcul propositionnel : syntaxe
Langage du calcul propositionnel

@ symboles de propositions élémentaires : p,q,r, ...
@ symboles logiques, les connecteurs :
e — symbole de la négation
A symbole de la conjonction
V symbole de la disjonction
— symbole de I'implication
<> symbole de I'équivalence
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Le calcul propositionnel : syntaxe
Langage du calcul propositionnel

@ symboles de propositions élémentaires : p,q,r, ...
@ symboles logiques, les connecteurs :
e — symbole de la négation
A symbole de la conjonction
V symbole de la disjonction
— symbole de I'implication
<> symbole de I'équivalence

@ de parenthéses (, ).
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Le calcul propositionnel : syntaxe
Langage du calcul propositionnel

@ symboles de propositions élémentaires : p,q,r, ...
@ symboles logiques, les connecteurs :
e — symbole de la négation
A symbole de la conjonction
V symbole de la disjonction
— symbole de I'implication
<> symbole de I'équivalence

@ de parenthéses (, ).

Enonceés

Suite de symboles + signification — formules.

A
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Le calcul propositionnel : syntaxe
Langage du calcul propositionnel

@ symboles de propositions élémentaires : p,q,r, ...
@ symboles logiques, les connecteurs :
e — symbole de la négation
A symbole de la conjonction
V symbole de la disjonction
— symbole de I'implication
<> symbole de I'équivalence

@ de parenthéses (, ).

Enonceés

Suite de symboles + signification — formules.

A

@ —p(— gr(V n'est pas une formule

@ — pas correct syntaxiquement
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Le calcul propositionnel : syntaxe
Langage du calcul propositionnel

@ symboles de propositions élémentaires : p,q,r, ...
@ symboles logiques, les connecteurs :

— symbole de la négation

A symbole de la conjonction

V symbole de la disjonction

— symbole de I'implication

<> symbole de I'équivalence

@ de parenthéses (, ).

Enonceés

Suite de symboles + signification — formules.

A

@ —p(— gr(V n'est pas une formule

@ — pas correct syntaxiquement

e pAg— —((qVr)< ——p) estune formule
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Formules
Définition récursive des formules

-
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Formules
Définition récursive des formules

@ les symboles de proposition élémentaires sont des formules

@ si ¢ et 1) sont des formules alors le sont aussi :
Q (), oA

-
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Formules
Définition récursive des formules

@ les symboles de proposition élémentaires sont des formules
@ si ¢ et 1) sont des formules alors le sont aussi :

Q (¢),—p, 0N

Q oVip,p—19

-

Gaél Lejeune (crédits: Pascal Boldini) La révolution booléenne



Formules
Définition récursive des formules

@ les symboles de proposition élémentaires sont des formules
@ si ¢ et 1) sont des formules alors le sont aussi :

Q (¢),~p, oAt

Q pVip—=vy

Q 9oy

-
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Formules
Définition récursive des formules

@ les symboles de proposition élémentaires sont des formules
@ si ¢ et 1) sont des formules alors le sont aussi :

Q (¢),~p, oAt

Q pVip—=vy

Q 9oy )

Arbre syntaxique

Une chaine de caractéres est une formule si et seulement si dans son
arbre syntaxique les symboles de proposition élémentaire occupent
toutes les feuilles et les symboles logiques occupent tous les nceuds.
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Arbres syntaxiques

(mpVag) = (=(pAr)—= (r+s)) =(pVvg) = (mpAr—(res))

\% — -
o~ T | T
- q o & \ A &
| ‘/\ e U
p AN p g - rrk

S |
pr P

Figure — Chaque nceud est occupé par des symboles logiques, chaque

feuille par des symboles de proposition
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Signification des constantes logiques
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Signification des constantes logiques

La signification des constantes logiques —, A, V, —, <> est donnée
par les tables de vérité suivantes :
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Signification des constantes logiques

La signification des constantes logiques —, A, V, —, <> est donnée
par les tables de vérité suivantes :

m<|e
T
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Signification des constantes logiques

La signification des constantes logiques —, A, V, —, <> est donnée
par les tables de vérité suivantes :

plalpralpVvalp—qlpeg
p [ —p VIV Vv % % %
VI F et |[VI[F| F % F F
FlV FIV]| F % % F
FIF| F F % %
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Signification des constantes logiques

La signification des constantes logiques —, A, V, —, <> est donnée
par les tables de vérité suivantes :

plalpralpVvalp—qlpeg
p [ —p VIV Vv % % %
VI F et |[VI[F| F % F F
FlV FIV]| F % % F
FIF| F F % %

On peut alors construire la table de vérité d’une formule quelconque.
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Signification des constantes logiques

La signification des constantes logiques —, A, V, —, <> est donnée
par les tables de vérité suivantes :

plalpralpVvalp—qlpeg
p [ —p VIV Vv % % %
VI F et |[VI[F| F % F F
FlV FIV]| F % % F
FIF| F F % %

On peut alors construire la table de vérité d’une formule quelconque.

Soit p=pA-gq—(p—r)
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Signification des constantes logiques

La signification des constantes logiques —, A, V, —, <> est donnée
par les tables de vérité suivantes :

plalpralpVvalp—qlpeg
p [ —p VIV Vv % % %
VI F et |[VI[F| F % F F
FlV FIV]| F % % F
FIF| F F % %

On peut alors construire la table de vérité d’une formule quelconque.
pPA-qG | p—r

Soit p=pA-gq—(p—r)

i IENANEN A
<] T T < R
T<| << T
mmTmTmI<|I<|M ™M
{ISKISKI KM <| T <
<K< <|<|<|®
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Distributions de valeurs de vérité — Tautologies
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Distributions de valeurs de vérité — Tautologies

Définition

L’attribution d’une valeur de vérité a chaque symbole de
proposition élémentaire d'une formule ¢ s'appelle une distribution
de valeurs de vérité.
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Distributions de valeurs de vérité — Tautologies

Définition

L’attribution d’une valeur de vérité a chaque symbole de
proposition élémentaire d'une formule ¢ s'appelle une distribution
de valeurs de vérité.

Si ¢ comprend n symboles de propositions élémentaires, il y a 2"
distributions de valeurs de vérité possibles.
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Distributions de valeurs de vérité — Tautologies

Définition

L’attribution d’une valeur de vérité a chaque symbole de
proposition élémentaire d'une formule ¢ s'appelle une distribution
de valeurs de vérité.

Si ¢ comprend n symboles de propositions élémentaires, il y a 2"
distributions de valeurs de vérité possibles.

Définition

Une formule ¢ est une tautologie si quelle que soit la distribution

de valeurs de vérité, sa valeur de vérité est V.
Notation : |= ¢
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Distributions de valeurs de vérité — Tautologies

Définition

L’attribution d’une valeur de vérité a chaque symbole de
proposition élémentaire d'une formule ¢ s'appelle une distribution
de valeurs de vérité.

Si ¢ comprend n symboles de propositions élémentaires, il y a 2"
distributions de valeurs de vérité possibles.

Définition

Une formule ¢ est une tautologie si quelle que soit la distribution

de valeurs de vérité, sa valeur de vérité est V.
Notation : |= ¢

Quelques tautologies :
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Distributions de valeurs de vérité — Tautologies

Définition

L’attribution d’une valeur de vérité a chaque symbole de
proposition élémentaire d'une formule ¢ s'appelle une distribution
de valeurs de vérité.

Si ¢ comprend n symboles de propositions élémentaires, il y a 2"
distributions de valeurs de vérité possibles.

Définition

Une formule ¢ est une tautologie si quelle que soit la distribution

de valeurs de vérité, sa valeur de vérité est V.
Notation : |= ¢

Quelques tautologies :
e = AV -A — loi du tiers-exclu
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Distributions de valeurs de vérité — Tautologies

Définition

L’attribution d’une valeur de vérité a chaque symbole de
proposition élémentaire d'une formule ¢ s'appelle une distribution
de valeurs de vérité.

Si ¢ comprend n symboles de propositions élémentaires, il y a 2"
distributions de valeurs de vérité possibles.

Définition

Une formule ¢ est une tautologie si quelle que soit la distribution

de valeurs de vérité, sa valeur de vérité est V.
Notation : |= ¢

Quelques tautologies :
e = AV -A — loi du tiers-exclu
o =((A— B) — A) - A— loi de Pierce
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Distributions de valeurs de vérité — Tautologies

Définition

L’attribution d’une valeur de vérité a chaque symbole de
proposition élémentaire d'une formule ¢ s'appelle une distribution
de valeurs de vérité.

Si ¢ comprend n symboles de propositions élémentaires, il y a 2"
distributions de valeurs de vérité possibles.

Définition

Une formule ¢ est une tautologie si quelle que soit la distribution

de valeurs de vérité, sa valeur de vérité est V.
Notation : |= ¢

Quelques tautologies :
e = AV -A — loi du tiers-exclu
o =((A— B) — A) - A— loi de Pierce
e =(A—>B)A(B— C)— (A— C)— transitivité
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Booléens

N

Figure — Georges Boole
(1815-1864)
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Booléens

@ Valeurs de vérité : V> 1et F>0.

N

Figure — Georges Boole
(1815-1864)
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Booléens

@ Valeurs de vérité : V> 1et F>0.
e Conjonction A : multiplication
e pAG>pPXq

Figure — Georges Boole
(1815-1864)
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Booléens

@ Valeurs de vérité : V> 1et Fr>0.
e Conjonction A : multiplication

e pAgD>pXgq
e Disjonction V : maximum,

Figure — Georges Boole
(1815-1864)
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Booléens

@ Valeurs de vérité : V> 1et Fr>0.
e Conjonction A : multiplication

e pAgD>pXgq
e Disjonction V : maximum,

o pVqr>max(p,q)

Figure — Georges Boole
(1815-1864)
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Booléens

@ Valeurs de vérité : V> 1et Fr>0.
e Conjonction A : multiplication

e pAgD>pXgq
e Disjonction V : maximum,

o pVqr>max(p,q)

Figure — Georges Boole
(1815-1864)
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Booléens

o Valeurs de vérité : V> 1et Fr>0.
e Conjonction A : multiplication
e pAgD>pXgq
e Disjonction V : maximum,
o pVqr>max(p,q)
o Neégation : complémentaire,
e . p>1—p

Figure — Georges Boole
(1815-1864)
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Booléens

Valeurs de vérité : V> 1et F>0.
Conjonction A : multiplication
e pAgD>pXgq
Disjonction V : maximum,
o pVqr>max(p,q)
Négation : complémentaire,

o pr>1-p
Implication :
o p—=q>1-p(l-q)

Figure — Georges Boole
(1815-1864)
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Equivalence logique — Lois de De Morgan (1806-1871)
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Equivalence logique — Lois de De Morgan (1806-1871)

Définition

On dit que deux formules ¢ et v sont logiquement équivalentes
si la formule ¢ <> 1 est une tautologie.

Notation : ¢ ~ ).
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Equivalence logique — Lois de De Morgan (1806-1871)

Définition

On dit que deux formules ¢ et v sont logiquement équivalentes
si la formule ¢ <> 1 est une tautologie.

Notation : ¢ ~ ).

En d’autres termes ¢ et 1) sont logiquement équivalentes si et
seulement si elles ont la méme valeur de vérité quelle que soit la
distribution de valeurs de vérité.
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Equivalence logique — Lois de De Morgan (1806-1871)

Définition

On dit que deux formules ¢ et v sont logiquement équivalentes
si la formule ¢ <> 1 est une tautologie.
Notation : ¢ ~ ).

En d’autres termes ¢ et 1) sont logiquement équivalentes si et
seulement si elles ont la méme valeur de vérité quelle que soit la
distribution de valeurs de vérité.

Lois de De Morgan

. |
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Equivalence logique — Lois de De Morgan (1806-1871)

Définition

On dit que deux formules ¢ et v sont logiquement équivalentes
si la formule ¢ <> 1 est une tautologie.
Notation : ¢ ~ ).

En d’autres termes ¢ et 1) sont logiquement équivalentes si et
seulement si elles ont la méme valeur de vérité quelle que soit la
distribution de valeurs de vérité.

Lois de De Morgan
o —A~A

.
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Equivalence logique — Lois de De Morgan (1806-1871)

Définition

On dit que deux formules ¢ et v sont logiquement équivalentes
si la formule ¢ <> 1 est une tautologie.
Notation : ¢ ~ ).

En d’autres termes ¢ et 1) sont logiquement équivalentes si et
seulement si elles ont la méme valeur de vérité quelle que soit la
distribution de valeurs de vérité.

Lois de De Morgan
o —A~A
e (AANB)~—-AV-B

.
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Equivalence logique — Lois de De Morgan (1806-1871)

Définition

On dit que deux formules ¢ et v sont logiquement équivalentes
si la formule ¢ <> 1 est une tautologie.
Notation : ¢ ~ ).

En d’autres termes ¢ et 1) sont logiquement équivalentes si et
seulement si elles ont la méme valeur de vérité quelle que soit la
distribution de valeurs de vérité.

Lois de De Morgan
o —A~A
e (AANB)~—-AV-B
e (AVB)~-AA-B

.
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Equivalence logique — Lois de De Morgan (1806-1871)

Définition

On dit que deux formules ¢ et v sont logiquement équivalentes
si la formule ¢ <> 1 est une tautologie.
Notation : ¢ ~ ).

En d’autres termes ¢ et 1) sont logiquement équivalentes si et
seulement si elles ont la méme valeur de vérité quelle que soit la
distribution de valeurs de vérité.

Lois de De Morgan
o —A~A
e (AANB)~—-AV-B
e (AVB)~-AA-B
e A—-B~-AVBEB

.
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Equivalence logique — Lois de De Morgan (1806-1871)

Définition

On dit que deux formules ¢ et v sont logiquement équivalentes
si la formule ¢ <> 1 est une tautologie.
Notation : ¢ ~ ).

En d’autres termes ¢ et 1) sont logiquement équivalentes si et
seulement si elles ont la méme valeur de vérité quelle que soit la
distribution de valeurs de vérité.

Lois de De Morgan

o —A~A
-(AAB) ~—-AV-B
-(AVB)~—-AAN-B
A—B~-AVB
-(A— B)~AA-B

.
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Formalisation
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Formalisation

Le langage du calcul propositionnel permet de mettre en évidence la
structure logique des propositions exprimées par les assertions en LN
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Formalisation

Le langage du calcul propositionnel permet de mettre en évidence la
structure logique des propositions exprimées par les assertions en LN

* Jean et Marie sont étudiants = p A g
avec p ="Jean est étudiant" et g = “Marie est étudiante”.
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Formalisation

Le langage du calcul propositionnel permet de mettre en évidence la
structure logique des propositions exprimées par les assertions en LN
* Jean et Marie sont étudiants = p A g

avec p ="Jean est étudiant" et g = “Marie est étudiante”.

* Si Marie va a cinéma, Jean I'accompagne = p — g

avec p ="Marie va au cinéma" et g = “Jean accompagne Marie".
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Formalisation

Le langage du calcul propositionnel permet de mettre en évidence la
structure logique des propositions exprimées par les assertions en LN
* Jean et Marie sont étudiants = p A g

avec p ="Jean est étudiant" et g = “Marie est étudiante”.

* Si Marie va a cinéma, Jean I'accompagne = p — g

avec p ="Marie va au cinéma" et g = “Jean accompagne Marie".

* Marie n'ira au cinéma que si Jean I'accompagne = p — g

avec p ="Marie va au cinéma" et g = “Jean accompagne Marie".
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Formalisation

Le langage du calcul propositionnel permet de mettre en évidence la
structure logique des propositions exprimées par les assertions en LN
* Jean et Marie sont étudiants = p A g

avec p ="Jean est étudiant" et g = “Marie est étudiante”.

* Si Marie va a cinéma, Jean I'accompagne = p — g

avec p ="Marie va au cinéma" et g = “Jean accompagne Marie".

* Marie n'ira au cinéma que si Jean I'accompagne = p — g

avec p ="Marie va au cinéma" et g = “Jean accompagne Marie".

* Jean et Marie s'adorent = p A g

avec p ="Jean adore Marie" et g = “Marie adore Jean".
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avec p ="Marie va au cinéma" et g = “Jean accompagne Marie".

* Jean et Marie s'adorent = p A g

avec p ="Jean adore Marie" et g = “Marie adore Jean".

* Jean et Marie forment le plus beau couple = p

il s'agit d’une proposition élémentaire, “et” n'est pas ici une conjonction
de coordination entre propositions.
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Formalisation

Le langage du calcul propositionnel permet de mettre en évidence la
structure logique des propositions exprimées par les assertions en LN

* Jean et Marie sont étudiants = p A g

avec p ="Jean est étudiant" et g = “Marie est étudiante”.

* Si Marie va a cinéma, Jean I'accompagne = p — g

avec p ="Marie va au cinéma" et g = “Jean accompagne Marie".

* Marie n'ira au cinéma que si Jean I'accompagne = p — g

avec p ="Marie va au cinéma" et g = “Jean accompagne Marie".

* Jean et Marie s'adorent = p A g

avec p ="Jean adore Marie" et g = “Marie adore Jean".

* Jean et Marie forment le plus beau couple = p

il s'agit d’une proposition élémentaire, “et” n'est pas ici une conjonction
de coordination entre propositions.

* Si tu veux, il y a de la biére au frigo = p

il s'agit d’une proposition élémentaire, “si" n'est pas ici une conjonction
de subordination entre propositions.
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Conséquence sémantique
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